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La distribución normal 
INTRODUCCIÓN  

En nuestra vida cotidiana estamos utilizando casi todo el tiempo el concepto de             
normalidad estadística, aunque no somos conscientes de ello. Tal concepto nos permite            
hacer juicios de valor y establecer generalidades acerca de aspectos de la vida que son               
los más frecuentes de observar, y nos permite también comprender fácilmente a qué nos              
referimos cuando emitimos juicios de valora. 
 Vamos a tomar una variable aleatoria en la población, tal como es la estatura de               
las personas. Decimos en este caso que la variable es aleatoria porque en cada medición               
que realicemos, el valor puede variar libremente. Sin embargo, la mayoría de las             
medidas tomadas en la población, tenderán a centrarse en un determinado valor, el cual              
aparecerá como el más frecuente. Digamos, para completar el ejemplo, que el valor             
modal de la distribución que estamos diagramando es 1,70 mts. Si medimos la estatura              
de una persona y obtenemos el valor 2,10 mts. decimos que es muy alto según lo                
observado. Si completamos la distribución con un número suficiente de personas           
escogidas aleatoriamente de la población, tendremos una distribución para la variable           
estatura con forma de campana, generalmente conocida como distribución normal. La           
apariencia de esa curva sería la siguiente: 

Distribución normal de la variable estatura en una población 

 

Según lo que nos informaría esta curva para la variable estatura es que la mayoría de las                 
personas están centradas en el valor 1,70 mts, luego los más altos se acumularían hacia               
la derecha de la distribución y los más bajos hacia la izquierda. Como los individuos altos                
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y muy altos (como así también los bajos y muy bajos), no son comunes en la población,                 
tenemos que su frecuencia disminuye a medida que nos alejamos del valor central, lo              
que confiere a la distribución su típica forma acampanada. Debemos tener siempre            
presente que la altura de la curva indica frecuencia.  

La normal no es la única forma que puede tomar la distribución de valores de una                
variable aleatoria en una población, pero es una de las más comunes y tiene importantes               
propiedades para la estadística descriptiva e inferencial, dado que puede utilizarse como            
modelo matemático para analizar la distribución de variables aleatorias. Ese modelo se            
conoce como modelo de distribución normal estandarizada y conlleva una serie de            
aplicaciones relevantes en la investigación educacional. En la práctica, cuando una           
distribución de valores de una variable se aproxima a la normal, es posible estudiarla              
mediante el modelo estandarizado y obtener importantes beneficios de los teoremas           
que de ella se derivan. 

  

LA DISTRIBUCIÓN NORMAL COMO MODELO MATEMÁTICO: LA NORMAL ESTANDARIZADA 

Antes de comenzar este apartado, es importante reconocer que las propiedades del            
modelo matemático implícito en la distribución normal estandarizada, son aplicables a           
una distribución empírica sólo cuando ésta última se aproxima a aquella. Existen            
procedimientos de transformación de las puntuaciones originales de una distribución          
empírica para que se aproxime a la normal y así utilizar sus propiedades. 

Una de las principales propiedades de la distribución normal es que es            
unimodal y ​simétrica​, lo cual significa que la media, la mediana y el modo coinciden en                
el mismo valor, que es el centro de la distribución. La simetría indica que la distribución                
es exactamente igual hacia ambos lados de la media. 

La distribución normal es continua y asintótica (esto es, que se extiende            
indefinidamente en sus extremos), esto quiere decir que cualquier valor de la variable             
estaría contenido dentro de la distribución normal estandarizada. Las variables          
empíricas, como sabemos, no contienen infinitos valores, por lo cual, dentro de ciertos             
límites una distribución normal contendrá el 100% de los valores de esa distribución             
empírica. 

Los valores de media y desviación estándar en una distribución normal           
estandarizada están expresados en puntuación ​Z​. De esto se deriva que la media de una               
distribución normal estándar será siempre cero y la desviación estándar será siempre            
uno. Esta es una propiedad muy importante dado que cualquier distribución empírica            
puede ser estandarizada, transformando sus puntuaciones originales en puntuación ​Z          
aplicando la siguiente fórmula:   
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De esta forma la distribución de puntuaciones originales transformadas de una           
distribución empírica, queda asimilada en la siguiente distribución: 

 

Para comprender este concepto, volvamos un instante al ejemplo de la distribución de             
las estaturas. Dijimos que la media de esa distribución era 1,70 mts, agregamos ahora              
que la desviación estándar de la distribución es de 0,22 mts. Si aplicamos la ecuación               
para valores Z en esta distribución empírica, tendríamos que la media de la distribución              
estandarizada sería 0 y la desviación estándar sería de 1. Si observamos el gráfico,              
tenemos que la mayor parte de la población (esto es, el pico de la distribución), esta                
comprendida entre los valores Z +1 y -1. Si consideramos a un individuo como muy alto,                
deberíamos ubicarlo cerca de dos desviaciones estándar. 

Anteriormente dijimos que un individuo de 2,10 mts sería considerado muy alto. Si             
transformamos su valor original en valor Z tenemos que: 

 

 

Es decir una persona que midiera 2,10 mts de altura, estaría próxima a dos desviaciones               
estándares de la media de la distribución, y en efecto vemos que esta persona en               
particular, tiene una puntuación Z de 1,81. Como puede observarse, la altura de la curva               
en ese valor, indica que en ese punto se encuentra una proporción pequeña de la               
población, aquella de los individuos muy altos.  

 

Sobre la distribución estandarizada podemos trabajar a la inversa. Por ejemplo, sabemos            
que los valores estandarizados corresponden a una distribución de media igual 1,70 y             
desvío estándar 0.22. ¿Qué altura tiene una persona cuyo valor Z en la distribución es de                
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0.8? Lo que debemos hacer ahora es pasar los términos de la ecuación, y así obtenemos                
la puntuación original (Po).  

Po= 1,70+(0,8*0.22)=  1.876 

  

LA DISTRIBUCIÓN NORMAL ESTANDARIZADA Y LA PROPORCIÓN DE CASOS 
Hasta aquí hemos podido ver que mediante la estandarización de una distribución            
empírica, hacemos razonable y comprensible los términos de normal o típico, o bien,             
extremo o atípico. También podemos trabajar la proporción de casos que son típicos y              
atípicos, mediante la utilización de las áreas bajo la curva normal en término de              
proporciones.  

La siguiente figura nos muestra en el eje de las abscisas las puntuaciones             
estandarizadas Z, las cuales se proyectan sobre la curva y en el punto donde se               
intersectan, se define un área bajo la curva. De este modo, si tomamos el segmento               
comprendido entre los valores Z ± 1.04, tenemos que se ha cubierto el 70% del área bajo                 
la curva. Esto tiene una utilidad fundamental para comprender el comportamiento de            
variables empíricas en poblaciones e intentaremos mostrarlo mediante un ejemplo.  

Supongamos que se ha tomado una prueba de rendimiento en lectura en la             
provincia de Córdoba, cuya distribución de valores se aproxima a una distribución            
normal. La media en dicha prueba es de 550, y la desviación estándar es de 125. La curva                  
que se muestra en la figura que sigue podría utilizarse como modelo dimensional de esa               
variable y mediante algunos simples cálculos podríamos contestar las siguientes          
preguntas:  
1 ¿Qué puntuaciones originales de la prueba comprenden el 70% de la población,             
considerada como rendimiento medio? 
2 ¿Qué puntuación le corresponde al 5% de la población con el rendimiento más bajo? 
3 ¿Qué puntuación puede considerarse excepcionalmente alta en la prueba?  
 

 
 
Para responder a la primera pregunta debemos aplicar la fórmula mediante la cual             
transformamos la puntuación Z en puntuación original. Los valores Z que nos informan             
qué valores contienen al 70% de la población con puntuación en los valores medios de la                
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distribución son, como vimos ±1,04. Transformándolos en puntuación original tenemos          
que el 70% de la población con puntuación en los valores medios de la prueba han                
obtenido puntajes de 420 como mínimo y 680 como máximo.  

Para responder a la segunda pregunta debemos considerar el valor Z que deja             
por debajo el 5% del total de valores contenidos en la distribución. Dicho de otro modo,                
debemos buscar el valor correspondiente al punto de corte para el 5% hacia la izquierda               
de la distribución; este valor es -1.65. Nuevamente, transformando ese valor a            
puntuación original tenemos que la puntuación original de prueba obtenemos el valor            
343,75≃344 (por redondeo). Por lo tanto todos aquellos alumnos que hubieran obtenido            
esa puntuación o menos estarían en el 5% de la población con más bajo rendimiento. 

Por último, una puntuación excepcionalmente alta podría considerarse aquella          
que corresponde al 1% de la población con más alto rendimiento. Repitiendo el             
procedimiento, tenemos que el valor Z de 2,34 deja por debajo de sí al 99,04% de la                 
distribución. Es decir que por encima de ese valor se encuentra el 1% de la población                
aproximadamente (este valor no consta en la figura, se extrajo de una tabla que describe               
los valores Z y el porcentaje de área correspondiente). Transformando ese valor Z a              
puntuación original tenemos que aquellos individuos con un puntaje de 842,5 o más en              
la prueba de lectura, serían los que ocuparían el 1% de la distribución con rendimiento               
excepcionalmente alto. 

 

 ​ÁREAS BAJO LA CURVA COMO DISTRIBUCIÓN DE PROBABILIDADES  

El porcentaje de área bajo la distribución normal puede ser interpretado como            
distribución de probabilidades. Para ello vamos a prestar especial atención a dos valores             
Z de la curva que son ±1,96. Veamos la siguiente figura: 

 
  

Vemos que los valores ±1,96 contienen el 95% de casos de la distribución, y dejan fuera                
el 5% de los restantes casos. Ese 5% se reparte entre aquellos que ocupan ambos               
extremos de la distribución, por tanto se cuentan 2,5% en la parte izquierda (aquellos              
que están por debajo del valor Z -1,96), y un 2,5% en la parte derecha (aquellos que                 
están por encima del valor Z +1,96). 

Si interpretamos esos porcentajes en término de probabilidades y tenemos que            
escoger un valor al azar del total de valores de la variable en esa distribución, es muy                 
probable que el valor escogido sea mayor o igual que -1,96 y menor o igual que + 1,96.                  
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Deducimos esto porque el 95% de los valores de la distribución se halla contenido entre               
esos dos puntajes Z. Esto equivale a decir que obtener por azar un valor menor que                
-1,96, o mayor que + 1,96 es muy improbable. Esto se debe a que por debajo y por                  
encima de esos valores solo se halla contenida el 5% de la distribución.  

La posibilidad de utilizar la distribución normal como distribución de           
probabilidades, resulta muy útil en el estudio de poblaciones, especialmente cuando           
nuestro foco de atención son variables que se aproximan a esa distribución teórica.             
Puesto que la distribución de cualquier variable con distribución normal puede ser            
estandarizada; esto es, transformada a valor Z, es factible calcular la probabilidad de que              
un valor en la variable sea mayor o menor a un valor Z dado. 

ALGUNAS PRECISIONES SOBRE LA DISTRIBUCIÓN NORMAL 

1. La distribución normal y sus propiedades han sido objeto de estudio de matemáticos              
que han dejado una profunda huella en la historia, tal el caso de Abraham De Moivre,                
Pierre Simon Laplace y Carl Friedrich Gauss. Sin embargo, el uso y la aplicación              
extendida al estudio de fenómenos sociales se lo debemos a Lambert Quetelet y Francis              
Galton. Pero fue finalmente Karl Pearson quien popularizó el término de curva normal. 

2. La curva de distribución normal es un modelo matemático aplicado a la distribución               
de variables empíricas. La función de densidad de la distribución está dada por la              
siguiente expresión. 

  

Parece una fórmula muy compleja, pero contiene solo dos parámetros que son variables:             
µ (mu) y ​σ​ (sigma), donde: 

µ: media de la distribución poblacional 

σ: desviación estándar de la distribución poblacional 

3. Cuando tratamos con la distribución normal estándar, tenemos que µ=0 y σ=1. En              
estadística matemática suele encontrarse que la distribución normal estándar se          
expresa como: X ∼ N(0,1). 

4. La utilización de la distribución de las áreas bajo la curva normal que hemos visto en                 
apartados anteriores se lo debemos principalmente al trabajo de Pafnuti Chebyshev,           
quien propuso su Teorema donde,  

  

Si  X ∼ N(µ,σ) , entonces: 

 a) P(µ-σ<X<µ+σ) = 0,68  
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 b) P(µ-2σ<X<µ+2σ) = 0,95 

 c) P(µ-3σ<X<µ+3σ) = 0,997  

  

Lo que equivale a decir que el 68% (aproximadamente) de los valores que tome la               
variable x estarán situados a una distancia de la media inferior a una desviación              
estándar. De la misma manera, el 95% de los valores estarán situados a menos de 2                
veces la desviación estándar, y un 99,7% de dichos valores se encontrarán dentro de 3               
desviaciones estándar. Por lo tanto, para una variable empírica que se aproxime a la              
distribución normal, la mayor parte de los valores quedan comprendidos a tres            
desviaciones estándar de la media. Este teorema se volvió fundamental en la            
investigación y la prueba de hipótesis. 

5. La distribución normal como modelo es una herramienta poderosa para el análisis de              
datos, pero resulta esencial verificar que una variable empírica se comporta como una             
distribución normal, dado que no podríamos aplicar ninguna de las técnicas estadísticas            
aprendidas si ese no fuera el caso. Las más simples y útiles de las verificaciones son los                 
gráficos de la distribución de los valores de la variable empírica, tales como el              
histograma o el diagrama de cajas. En ellos, una inspección visual nos informa si la               
variable sobre la que estamos trabajando se aproxima o no a una distribución normal. 

APROXIMACIÓN A LA NORMALIDAD DE UNA DISTRIBUCIÓN EMPÍRICA 

Aquí es importante tener en cuenta el término aproximación dado que nunca una             
variable empírica resultará exactamente una curva normal. Por lo tanto, existen           
medidas, llamadas coeficientes de asimetría y curtosis que nos dicen qué tan diferente es              
una distribución empírica de una normal. Solo por citar uno, el coeficiente de asimetría y               
de curtosis de Fisher nos informa dentro de qué límites podemos considerar a una              
distribución empírica como una distribución normal. 

En los programas estadísticos existen gráficos y pruebas de normalidad que nos            
permiten verificar rápidamente si una distribución empírica puede tratarse como una           
normal. Un ejemplo son los gráficos P-P, donde se representan en ejes cartesianos las              
proporciones acumuladas de la variable empírica, con las de una distribución normal            
teórica tomada de esos mismos valores. Otros gráficos que siguen la misma lógica son              
conocidos como gráficos Q-Q donde se representan los cuantiles observados en la            
distribución empírica respecto a los cuantiles que se esperaría observar si los datos             
provinieron de una distribución normal. 

  

  

  

Además de permitir valorar la desviación de la normalidad, estos gráficos permiten            
determinar si las curvas observadas muestran desviaciones atendibles de la simetría           
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(curvas en forma de U), o la curtosis (curvas en forma de S). Estos gráficos se utilizan                 
para evaluar el grado de ajuste de un conjunto de observaciones a una distribución              
teórica. Aunque no representan pruebas formales de ajuste, la experiencia ha mostrado            
que son efectivos para detectar faltas de ajuste que muchas veces las pruebas formales              
son incapaces de detectar.  

Gráfica Q-Q variables rendimiento en pruebas de Lengua y Ciencias (Operativo Nacional 
de Evaluación 2016)  

  

La gráfica muestra que los cuantiles observados respecto de los esperados para la             
evaluación de lenguas (puntos color azul) se aproximan bien a una distribución            
normal, todos ellos se agrupan en torno a recta que define a tal distribución. No es el                 
caso de las puntuaciones en la prueba de ciencia (puntos color verde), los cuales se               
alejan de la diagonal, cortándola en dos puntos diferentes. La inspección gráfica            
demostraría que es factible aceptar que los puntajes de evaluación en lenguas sigue             
una distribución normal, no así los puntajes de ciencia.  

PROBABILIDADES Y CUANTILES BAJO EL MODELO NORMAL  
Los ejemplos que daremos a continuación fueron realizados tomando como referencia el            
programa estadístico InfoStat es un software estadístico desarrollado por el Grupo InfoStat, un             
equipo de trabajo conformado por profesionales de la Estadística Aplicada con sede en la              
Facultad de Ciencias Agropecuarias de la Universidad Nacional de Córdoba. Por la Cátedra             
de Estadística y Biometría participaron en la elaboración de InfoStat los profesores. Julio A.              
DiRienzo, Mónica G. Balzarini, Fernando Casanoves, Laura A. Gonzalez, Elena M. Tablada y             
por la Cátedra de Diseño de Experimentos participó el Prof. Carlos W. Robledo. Para más               
información se sugiere consultar su página web: ​https://www.infostat.com.ar/  
 
Bajo los distintos modelos es posible obtener la probabilidad de valores menores o iguales              
que un valor especificado. Como vimos, uno de los modelos más usados la Distribución              
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Normal. La distribución de probabilidades acumuladas nos da valores ajustados a los            
parámetros de la distribución. Para el caso de la distribución normal se debe ingresar la media                
y la varianza de la distribución de referencia. En la siguiente figura se muestra el               
procedimiento de cálculo de probabilidades acumuladas tomando un valor de ​x​ conocido.  

Estadística> probabilidades y cuantiles,  

 

 

Para conocer la probabilidad acumulada hasta un cierto valor ​x se debe completar el valor de                
media y varianza de la distribución empírica. De lo contrario, el programa interpreta que se               
trabajará sobre una distribución normal estándar.  

 

En la figura se muestra el valor de media y varianza de la variable Puntaje en prueba de                  
matemática. En la casilla valor de ​x se ha ingresado un valor de esa distribución y luego puede                  
leerse, en la probabilidad acumulada, la probabilidad de ocurrencia de valores menores o             
iguales al valor ​x​. De este modo, para el valor 145,65 existe una probabilidad de 0.36 de                 
obtener un valor igual o menor que 145,65. Luego, en la casilla siguiente se puede ver la                 
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probabilidad complementaria, esto es, la probabilidad de los valores acumulados para todo ​x             
mayor que 145,65. 

En el casillero ​Prob. (X=x) ​se muestra la probabilidad de que una variable discreta asuma                 
valores iguales a ​x​, bajo el modelo distribucional propuesto (si se selecciona un modelo para               
variables continuas, este valor será siempre cero). 

PUNTUACIÓN NORMAL ESTÁNDAR N (0;1) Y CÁLCULO DE ÁREAS BAJO LA CURVA 

Por definición el modelo normal estándar tiene una media igual a cero y una varianza igual a                 
1. El programa pone por defecto estos valores. Dado que es posible transformar cualquier              
variable aleatoria continua a una normal estándar, es posible calcular áreas bajo la curva que               
nos informan el porcentaje comprendido entre esos valores. Para utilizar un ejemplo sencillo;             
sabemos que entre los valores Z=±1,96 se encuentra el 95% de la distribución. Para llegar a                
este dato podríamos proceder calculando los valores de ​X acumulados hasta -1,96. Luego             
repetimos el proceso para obtener los valores acumulados mayores a 1,96. La resta nos              
indicará el porcentaje de área cubierto entre ambos.  

Probabilidad acumulada hasta -1.96 Probabilidad acumulada hasta mayor a 1.96 

  
 

La diferencia entre ambos valores es igual a 0,95, que traducido a porcentaje se interpreta               
como que el 95% de los casos en la distribución se encuentra entre los valores Z±1.96. Este                 
mismo procedimiento puede realizarse con valores no estandarizados y encontrar un área bajo             
la curva dado por valores en puntuación original.  

Del mismo modo, podemos calcular el porcentaje de área acumulado hasta un determinado             
valor probabilístico, y encontrar las puntuaciones de corte para esos valores. Veamos un             
ejemplo con los cuartiles 25 y 75, para una distribución de datos centrada en 150 y varianza                 
igual a 100. El procedimiento de cálculo se obtiene con la misma función mostrada              
anteriormente. En las siguientes tablas se muestran los resultados obtenidos.  
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P-25 P-75 

  
 

En este cuadro vemos que el puntaje de corte para un valor de ​x ubicado en el percentil 25 es                    
de 143,255 y para el percentil 75 es de 156,744.  

NORMALIZACIÓN DE PUNTAJES 

Si las puntuaciones de una variable no se aproximan a una distribución normal, es posible               
transformar dicha variable mediante la estandarización. La primera aproximación para saber           
si la variable se distribuye de manera normal es el gráfico de histograma con superposición de                
la normal teórica.  

En Infostat: seleccionar variable > gráfico histograma> aceptar. Verificar que este tildado el             
ajuste a la normal.  
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Luego veremos el histograma de la variable, en la cual se muestra sobre las barras la curva                 
superpuesta correspondiente a la distribución normal. Puesto que esta distribución sigue un            
modelo normal, es posible realizar una transformación de la misma a valores estandarizados.  

Escores normales​: a la variable seleccionada se le aplica la transformación rango. Luego,             
cada valor de rango es dividido por (n+1), siendo n el total de datos de la muestra. Para cada                   
cociente se obtiene la función de distribución inversa correspondiente a una Normal (0;1). 

 

Histograma Prueba Matemáticas 

 

 

PUNTAJES NO NORMALES  

En ocasiones es posible que trabajemos sobre variables que no siguen un modelo normal. En               
el siguiente histograma se muestra la distribución de puntajes en la prueba de ciencias              
naturales.  
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Esta distribución no sigue a una normal. Es posible transformar los puntajes originales para              
que se asemeje a una normal y así aplicar los principios derivados de la modelización de                
distribución de probabilidades de esta curva.  

El procedimiento consiste en ir al menú datos > transformar.  

 

Luego hay que indicar que tipo de transformación vamos a realizar. En este caso solicitamos 
una transformación a puntajes normales basados en la distribución normal (0;1).  
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El siguiente histograma muestra los puntajes estandarizados de la variable prueba de ciencias             
naturales. Como se aprecia, ahora esas puntuaciones han sido transformadas para ajustar al             
modelo normal.  

 

 

Si comparamos los histogramas obtenidos se aprecia la similitud de las dos curvas             
provenientes de dos distribuciones diferente, esta es la razón por la cual el procedimiento de               
estandarización facilita la comparación entre variables mediante puntuaciones ​Z​.  
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Puntajes Prueba Matemáticas  Puntajes Prueba Cs. Naturales  

  
 

Nota: el material es de libre disposición para uso didáctico.  
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