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Introduccion a la Regresion Bayesiana

Introduccidn

La regresion bayesiana es un enfoque estadistico para modelar y analizar la relacién
entre variables dependientes e independientes usando el teorema de Bayes, es decir,
se modela la incertidumbre en los parametros a través de una distribucion de
probabilidad conocida (generalmente la distribucidon normal estandar N(0; 1). En una
regresion tradicional, los valores predichos de la variable dependiente, resultan en una
combinacion lineal de las variables predictoras, y una vez establecidos los coeficientes
de la ecuacion, estos no pueden ser actualizados con nuevos datos. La regresion
bayesiana tiene la ventaja de incorporar nueva informacién sobre los parametros del
modelo a medida que obtenemos nuevos datos, lo cual le da mayor versatilidad. Este
enfoque es preferible en situaciones en la que se tiene informacion previa relevante
sobre los parametros del modelo que se van a incorporar en el andlisis. Generalmente
esto se consigue cuando el fendmeno de interés ha sido indagado en profundidad en
investigaciones previas. Por defecto, la regresion lineal utiliza la distribuciéon normal
estandar como modelo, si bien la regresion bayesiana también lo utiliza, es posible
adoptar otros modelos de distribuciones a priori para incluir conocimientos anteriores o
resultados de estudios previos, en tal sentido la regresién bayesiana es mas flexible.
Esto es util cuando se propone una hipdtesis con parametros conocidos, que determinan
una expectativa sobre el comportamiento de los datos que debe ser recogido en el
analisis.

En investigacion educativa, la regresion bayesiana tiene ventajas sobre la regresion
tradicional, pues permite modelizar mejor conjuntos pequefios de datos, producto de un
tamano muestral acotado; en tales situaciones el modelo lineal estandar resulta
inestable, variando sus resultados en réplicas sucesivas. EI modelo bayesiano en
cambio, al incorporar informacion a priori, es mas robusta en situaciones de datos
limitados. Por otro lado, el modelo bayesiano permite trabajar sobre la estimacion de la
incertidumbre completa, al aportar las distribuciones posteriores para los parametros, lo
que permite obtener una descripcién mas detallada de la incertidumbre.

Cuando el tamano de la muestra es grande, la regresién bayesiana resulta ventajosa
frente a la regresién estandar, en que pueden incluir multiples niveles de la variable
dependiente, anidados en modelos no lineales. En estadistica educativa esta es una
situacion comun que se resuelve a través de los modelos multinivel o jerarquicos; la
regresion bayesiana permite incorporar modelos no lineales dinamicos, que se ajustan
a medida que se incorporan nuevos datos. Al no depender de ecuaciones lineales, la
multicolinealidad (variables independientes altamente correlacionadas), no resulta un
problema y los coeficientes de regresion son mas estables.

Algunos conceptos centrales de la regresién bayesiana que es necesario conocer para
su correcta interpretacion son los siguientes:

1. Distribucion Priori: representa nuestras creencias iniciales sobre los parametros
antes de observar los datos. La aplicacion del Teorema de Bayes permite cambiar las
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estimaciones basadas en estos parametros iniciales, a medida que obtenemos nueva
informacién.

2. Verosimilitud: son las probabilidades de obtener un conjunto de datos, dados ciertos
valores de los parametros iniciales.

3. Distribucion Posteriori: combina la distribucién priori y la verosimilitud para
proporcionar una actualizacion sobre los parametros después de observar los datos
obtenidos.

La ecuacion de regresion en modelos lineales y bayesianos

La ecuacion de regresion bayesiana y la estandar se diferencian en los términos
presentados anteriormente. En esta seccidn se presentara el modelo lineal y luego el
bayesiano, para establecer comparaciones entre ellos con dos variables
independientes.

La regresion lineal multiple con dos variables X4y X2, se puede expresar con la siguiente
ecuacion:

Y = Bo+ Brxs + Pax; + €

Dénde: Y es la variable dependiente predicha (respuesta); Bo es el intercepto 1y B2 son
los coeficientes de las variables independientes x4 y X2 respectivamente, y € es el término
de error, que se asume que sigue una distribucién normal con media 0 y varianza ¢2: €
~ N(0,0?)

La estimacidon de los parametros Bo, S1, B2, se realiza minimizando la suma de los
cuadrados de los errores (OLS - Ordinary Least Squares):

n
B =argim ) (v -7’
i=1

La expresion argmin (argumento del minimo), indica el valor del argumento que minimiza
la funcién. En la regresién lineal se utiliza el método de los minimos cuadrados
ordinarios (OLS) para encontrar los valores de los parametros que minimizan la suma
de los cuadrados de los errores (residuos). En otras palabras, la funciéon que queremos
minimizar es la suma de los cuadrados de las diferencias entre los valores observados
y los valores predichos, siendo estos ultimos los obtenidos por el modelo de regresion.

En la regresion bayesiana, en lugar de estimar un unico valor para los parametros, se
estiman distribuciones a posteriori para los mismos. Se utiliza el teorema de Bayes para
actualizar nuestras creencias sobre los parametros del modelo, dado los datos
observados, y esto se realiza en varios pasos:

Paso 1: Definir el Modelo y la Verosimilitud. Aqui el modelo lineal no cambia:
Y =By + Bixy + Box, + €
0% € ~ N(0,0?)

Paso 2: Especificar las distribuciones a priori. Se asignan las distribuciones a priori para
los parametros o, B1, B2y 02

Bo ~ N(upo, %g0)
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B1~ N(up1, 0%1)
B2 ~ N(up2, 0%2)

a?> ~ Gamma Inversa (a, B)

Paso 3: Calcular la Distribucién Posteriori. En este paso se utiliza el teorema de Bayes
para combinar la verosimilitud y las distribuciones a priori, y asi obtener la distribucion
posteriori de los parametros:

P (Bo, B1, B2, 0 | datos) « p(datos | Bo, B1, B2, 0°) * p(Bo) * p(B1) * p(B2) * p(c?)
Donde:

p(datos | Bo, B1, B2, 0?) es la verosimilitud.

p(Bo), p(B1), (B2), p(g2) son las distribuciones a priori.

Nétese que la funcién de probabilidad asignada a la varianza, es la gama inversa, en
contraste con la normal estandar. La funcién gama inversa es una distribucién de
probabilidad continua que se utiliza especialmente en la inferencia bayesiana.

Por definicién, si una variable aleatoria X tiene una distribucion gama inversa con
parametros a (forma) y § (escala), se denota como X ~ Inv-Gamma (a, £), si su funcion
de densidad de probabilidad es:

f(x | a’B) = l_‘[z:;)x—(a—l)e—ﬂ/x

Para x>0, donde I" (a) es la funcién gamma.

La distribucion gama inversa, tiene las siguientes medidas de tendencia central y
dispersion:

Esperanza (media): E [X]= B/a—-1, para a>1
Varianza: Var (X)=42/ (a — 1)? (a -2), para a>2

En el contexto de la regresion bayesiana, uno de los principales objetivos es estimar los
parametros del modelo: los coeficientes S y la varianza del error 62. Como se mostré, la
funcidn gama inversa se usa comunmente como una distribucion a priori para la varianza
del error en la regresién bayesiana por varias razones: a) Conjugacion: la distribucion
gama inversa es la distribucién a priori conjugada para la varianza en modelos lineales
gaussianos. Esto significa que, si la varianza del error ¢2 tiene una distribucion gama
inversa a priori, la distribucion a posteriori de o2 después de observar los datos también
sera una gama inversa. Esta propiedad de conjugacion simplifica los calculos analiticos
y permite obtener resultados de forma mas eficiente; b) Flexibilidad: la distribucion gama
inversa es flexible y puede modelar una amplia gama de distribuciones para o2,
dependiendo de los parametros a y B, lo que permite incorporar diferentes niveles de
conocimiento previo sobre ¢2; ¢) simplicidad matematica: la forma de la distribuciéon
gama inversa hace que sea conveniente para el muestreo y la implementacion en
algoritmos bayesianos.
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La propiedad de conjugacion en estadistica bayesiana se refiere a la situacion en la que
la forma de la distribucién a priori y la forma de la distribucién a posteriori son de la
misma familia. Esta distribucién combina nuestra creencia previa (a priori) con la
informaciéon de los datos observados. Por lo tanto, si una distribucion a priori y una
distribucion a posteriori son "conjugadas”, significa que, si la distribuciéon a priori
pertenece a una cierta familia de distribuciones, la distribucion a posteriori también
pertenecera a esa misma familia.

Volvamos por un momento al paso 3 que requiere calcular la distribucién a posteriori.
Habiamos dicho que en este paso se utiliza el teorema de Bayes para combinar la
verosimilitud y las distribuciones a priori, y asi obtener la distribucion posteriori de los
parametros:

p (Bo, B1, B2, 02 | datos) « p(datos | fo, B1, B2, 02) * p(Bo) * p(B1) * p(B2) * p(?)

Esto significa que la distribucion posteriori de los parametros es proporcional al producto
de la verosimilitud de los datos, dados los parametros y las distribuciones a priori de los
parametros. Aqui es donde se aplica el Teorema de Bayes y la Proporcionalidad, el cual
establece que:

p(datos|6) * p(6)

p(6 | datos) = —— 109

Donde:

p(6 | datos) es la distribucién posteriori de los parametros 6 dados los datos;
p(datos | 8) es la verosimilitud de los datos dados los parametros 6;

p(0) es la distribucion a priori de los parametros 6;

p(datos) es la verosimilitud marginal o evidencia, que es una constante de
normalizacion;

En el contexto de la regresidon bayesiana con los parametros So, 1, f2, 2, el teorema
se representa por la siguiente ecuacion:

p(datos|By, 1, B2, 02) * p(Bo) * p(B1) * p(B2) * p(0?)
p(datos)

p(Bo, By, B2, 0%|datos) =

El término p(datos), es conocido como la constante de proporcionalidad o la evidencia;
es el mismo para todos los valores posibles de los parametros y garantiza que la
distribuciéon posteriori se normalice adecuadamente para que la integral de la
distribucion posteriori sobre todo el espacio de parametros sea igual a 1.

p (Bo, B1, B2, 02 | datos) o« p(datos | fo, B1, B2, 02) * p(Bo) * p(B1) * p(B2) * p(c?)

Matematicamente, a en la expresiéon de proporcionalidad se refiere a la constante de
normalizaciéon que asegura que la distribucion posteriori se integre a 1. La regresion
bayesiana, se enfoca en la relacién proporcional para entender como se combinan la
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verosimilitud y las distribuciones a priori, para formar la distribucion posteriori de los
parametros.

Ejemplo: Calificacién Final Basada en Horas de Estudio y Asistencia

Un grupo de investigadores desea predecir la calificacion final de una muestra de
alumnos, en una prueba de geometria. Selecciona como variables predictoras de la
calificacion final, las horas dedicadas al estudio y la asistencia a clases. En el analisis
descriptivo detectan que las dos variables independientes (predictoras) se hallan
altamente correlacionadas, dado que buena parte del tiempo de estudio se realizo
durante las horas de clase. Por otro lado, el tamafio muestral es pequefio. Dados estos
inconvenientes deciden aplicar una regresion lineal bayesiana, antes que una estandar.
El ejemplo propuesto, se realizé con ayuda del software estadistico JASP. Los
resultados se muestran a continuacion.

Datos:
Variable dependiente (Y): Calificacion final
Variables independientes (X1, X2): X4: Horas de estudio; X,: Asistencia.

En la siguiente imagen se muestra la matriz de datos cargada en el software JASP

I T l Horas de estudio I Asistencia l Calif Final l
1 | 10 80 a0
2|8 70 &5
3|15 a0 as
4 |5 60 70
5 | 12 85 65

Una vez cargados los datos, procedemos a realizar el andlisis de regresion bayesiano.
La primera tabla que ofrece el software es la comparacién de modelos.

Comparacién de Modelos - Calif Final

Modelos P(M) P(M|datos) FBm FB1o R2
Modelo nulo 0.333 0.411 1.398 1.000 0.000
Horas de estudio + Asistencia 0.333 0.291 0.822 0.708 0.230
Horas de estudio 0.167 0.172 1.038 0.835 0.135
Asistencia 0.167 0.125 0.717 0.610 0.073

¢, Qué es el Modelo Nulo? El modelo nulo es el modelo mas simple posible en un analisis
de regresion. Este no incluye ninguna variable independiente (predictoras: horas de
estudio y/o asistencia). En otras palabras, asume que la calificacion final no depende de
ninguna variable explicativa y predice la misma calificacion para todos los estudiantes,
basada unicamente en el promedio de las calificaciones observadas.
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El modelo nulo se expresa matematicamente de la siguiente manera:
Y=Lote

donde:

Bo: es el promedio de la calificacion final para todos los estudiantes.

e: es el término de error (las diferencias entre las calificaciones individuales y el
promedio).

Entonces, el modelo nulo predice la misma calificaciéon para todos los estudiantes, sin
importar cuantas horas hayan estudiado o cuanto hayan asistido a clases. Su prediccion
es simplemente el promedio de las calificaciones de los estudiantes en el conjunto de
datos. El modelo nulo sirve como punto de referencia para comparar otros modelos. Al
no incluir ninguna variable independiente, proporciona un valor base de R?, el Factor
Bayes (FB), y otras métricas para evaluar cuanto mejoran los modelos cuando se
incluyen los predictores. En el ejemplo, la comparacion que se realiza en el renglén
siguiente al modelo nulo, incluye las variables independientes predictoras (horas de
estudio y asistencia), y se aprecia una mejora en relacién con el modelo nulo, ya que el
coeficiente de determinaciéon es mayor R?= 0.225, entonces se concluye que las
variables predictoras aportan valor para explicar la variabilidad en las calificaciones
finales. Los renglones siguientes, representan los modelos con una sola variable
predictora, horas de estudio o asistencia, y se observa que R? aumenta, aunque no en
la misma magnitud que el modelo que combina los dos predictores. R? del modelo nulo
es cero porque no explica ninguna variabilidad en la calificacion final, ya que
simplemente predice el promedio. Comparar el R?> de los modelos con variables
predictoras respecto al modelo nulo muestra cuanto de la variabilidad en las
calificaciones es explicado por las horas de estudio y la asistencia.

En la columna Factor Bayes (FB), se tiene que, si el valor FB1o de un modelo (con horas
de estudio, asistencia, o ambos) es mayor que 1 en relacion con el modelo nulo, significa
que hay evidencia a favor de incluir las variables predictoras para explicar la calificacion
final. Un FB1i cercano a 1 indica que el modelo con predictores no mejora
sustancialmente respecto al modelo nulo. En el ejemplo, se tiene que ningun valor del
Factor Bayes es mayor que 1. Por lo tanto, cuando los coeficientes Factor Bayes (FB)
son menores que 1 al incluir las variables predictoras (en este caso, horas de estudio y
asistencia) en el modelo, la interpretacion es que el modelo que incluye esas variables
no mejora el ajuste con respecto al modelo nulo. De hecho, sugiere que el modelo nulo
podria ser preferible.

Recordemos que el Factor Bayes (FB) BF1o es la relaciéon de verosimilitud entre dos
modelos, usualmente el modelo de interés (con variables predictoras) y el modelo nulo
(sin variables predictoras).

Si FB10>1 indica evidencia a favor del modelo con predictores frente al modelo nulo.

Si FB1<1 indica evidencia a favor del modelo nulo, lo que sugiere que anadir las
variables predictoras no mejora el ajuste del modelo.

En este ejemplo, al incluir las variables independientes: horas de estudio y asistencia,
los coeficientes FB1o son menores que 1, esto significa que el modelo nulo (que solo
predice el promedio de las calificaciones finales) es preferible al modelo que incluye una
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0 ambas variables predictoras. Esto puede deberse a varias razones. Las variables
predictoras no explican bien la variabilidad en la calificacion final: horas de estudio y
asistencia podrian no tener una relacion significativa con la calificacion final en los datos,
o esta relacién es muy débil. En términos estadisticos, las variables predictoras no
aportan informacién sustancial adicional sobre la calificacion final comparado con el
simple promedio que asume el modelo nulo. Otra posibilidad es que el modelo con
predictores podria estar sobre ajustado. Si el modelo incluye demasiados parametros o
variables irrelevantes, podria ajustarse demasiado a los datos de entrenamiento, lo que
da como resultado un peor desempefio cuando se compara con el modelo nulo, que es
mas simple.

En un analisis bayesiano, el Factor Bayes también refleja la incertidumbre sobre si los
coeficientes de las variables predictoras son realmente diferentes de cero (es decir, si
tienen un impacto en la variable dependiente). Si esta incertidumbre es alta y la
evidencia para un impacto positivo de las variables es baja, el FB1o sera menor que 1.

En los siguientes renglones de la tabla, se listan los diferentes modelos ajustados a los
datos.

Modelo Completo: Y=8o+£1X1+B2X2 (ambas variables, horas de estudio y asistencia).
Modelo 1: Y=8o+1X1 (solo horas de estudio).
Modelo 2: Y=80+2X> (solo asistencia).

La comparacion entre los modelos permite evaluar el impacto de incluir o excluir
variables.

En la tabla de Comparacion de Modelos de JASP, las columnas P(M) y P(M|datos) son
elementos clave en la interpretacion bayesiana. Vamos a desglosar lo que significa cada
una:

Probabilidad a Priori del Modelo P(M): representa la probabilidad a priori asignada a
cada modelo antes de ver los datos. Esta es la probabilidad que se le otorga al modelo
basado solo en un conocimiento previo, sin observar los datos. En muchos analisis
bayesianos, si no se tienen razones especificas para preferir un modelo sobre otro, el
software JASP asume probabilidades a priori iguales para todos los modelos. Por lo
tanto, en muchos casos, los valores de P(M) seran iguales para todos los modelos,
distribuyendo la probabilidad de manera equitativa entre ellos. Si se tiene informacion
adicional sobre un modelo en particular (por ejemplo, resultados de estudios previos que
sugieren que cierto modelo es mas plausible), se ajustan las probabilidades a priori de
manera diferente.

Probabilidad a Posteriori del Modelo P(M|datos): es la probabilidad a posteriori de cada
modelo, es decir, la probabilidad de que ese modelo sea el mejor, después de haber
observado los datos. Esta columna es fundamental en el andlisis bayesiano, ya que
refleja como cambian nuestras creencias acerca de cada modelo una vez que hemos
tomado en cuenta la evidencia de los datos. Esta calculada utilizando el Teorema de
Bayes, que actualiza la probabilidad a priori P(M) de cada modelo con la informacion de
los datos.

La féormula del teorema de Bayes aplicada a los modelos es:
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P(datos |M) x P(M)

P(M|datos) = Y., P(datos [M;) * P(M;)

Donde:

P(M|datos) es la probabilidad a posteriori del modelo dado los datos.

P(datos|M) es la verosimilitud del modelo (qué tan bien explica los datos observados).
P(M) es la probabilidad a priori del modelo.

El denominador es la suma de las verosimilitudes ponderadas de todos los modelos, lo
que normaliza las probabilidades. Si uno de los modelos tiene un valor de P(M|datos)
mayor que los otros, significa que, dados los datos, este modelo es mucho mas probable
que los demas. Un valor de P(M|datos) cercano a 1 indica que el modelo es fuertemente
apoyado por los datos.

En este ejemplo, P(M), esto es, las probabilidades a priori, se reparten de manera
proporcional entre el modelo nulo y el modelo completo. La suma de las probabilidades
de los modelos con un solo predictor es igual al modelo completo dividido dos. Si no hay
un conocimiento previo que favorezca algin modelo, se asignan probabilidades a priori
iguales. En este caso 0,333+0,333+0,167+0,167= 1 (sumando las probabilidades
asignadas a todos los modelos de la tabla).

Después de analizar los datos, la columna P(M|datos) mostrara como las probabilidades
han cambiado. Aqui, la probabilidad a posteriori depende de la precision con que cada
modelo se ajusta los datos. En el ejemplo, para el modelo nulo (MO), P(M|datos) = 0.411.
Esto significa que, después de analizados los datos, hay un 41,1% de probabilidad de
que el modelo nulo sea el mejor. Para el modelo completo, P(M|datos) = 0.291, es decir,
el modelo tiene una probabilidad de un 29,1% de ser el mejor modelo. La interpretacion
es similar para los modelos con un predictor, sean las horas de estudio o la asistencia.

Graficas de Probabilidades del Modelo

1.00 -

Probabilidad Acumulada
o
8
|

I I I I
1 2 3 4

Orden de Busqueda de Modelos

En el grafico denominado probabilidades del modelo que ofrece JASP, el eje X es el
orden de busqueda de los modelos, y el eje Y es la probabilidad acumulada. Proporciona
una representacion visual de como se distribuyen las probabilidades a posteriori
P(Mldatos) entre los distintos modelos en el analisis bayesiano. Para interpretar la
grafica, vamos a partir del eje X: orden de busqueda de los modelos, que representa el
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orden en que se consideran los modelos en la busqueda. Generalmente, en los analisis
bayesianos, se evaluan varios modelos, desde los mas simples (el modelo nulo) hasta
los mas complejos (el modelo completo). Cada punto en el eje X corresponde a un
modelo especifico que ha sido evaluado. En el eje Y se muestra la probabilidad
acumulada, que es la suma de las probabilidades a posteriori P(M|datos) de todos los
modelos evaluados hasta ese punto. Esto significa que, al moverse de izquierda a
derecha en el grafico, se suman las probabilidades de los modelos en ese orden, hasta
alcanzar una probabilidad acumulada de 1 (100% de probabilidad).

La curva en el grafico muestra como las probabilidades a posteriori se distribuyen entre
los modelos a medida que estos se consideran en orden. Modelos con alta probabilidad
a posteriori tendran un mayor impacto en el crecimiento de la probabilidad acumulada
en el eje Y. Si un modelo tiene una probabilidad P(Mldatos) significativamente alta, la
curva tendra un salto mas pronunciado cuando ese modelo es evaluado. Al contrario,
modelos con baja probabilidad a posteriori tendran un menor impacto en la curva, y la
acumulacion serd mas gradual cuando se incluyan esos modelos. Esta ultima situacion
es la que se presenta en el ejemplo.

Por lo tanto, los modelos que tienen un impacto mas significativo en la curva son
aquellos con las probabilidades a posteriori mas altas. Si la curva presenta un gran
aumento en la probabilidad acumulada en un punto determinado, significa que el modelo
correspondiente en ese punto tiene una fuerte evidencia de ser el mejor modelo segun
los datos. Si la curva se estabiliza rapidamente (es decir, llega a una probabilidad
acumulada cercana a 1 después de evaluar pocos modelos), esto indica que uno o
pocos modelos dominan el conjunto de modelos en términos de probabilidad.

Grafica de Probabilidades de Inclusion

Probabilidades
=+ de Inclusién
Previas
Horas de estudio —

Asistencia -

\ \ T T \
0.000 0125 02860 0375 0.500

Probabilidad de Inclusion Marginal

En el grafico de Probabilidades de inclusién que se ofrece un analisis bayesiano de
regresion, donde se muestra la probabilidad de que cada variable predictora
(independiente) esté incluida en el mejor modelo. Este grafico es util para evaluar la
relevancia de cada predictor (horas de estudio y asistencia) en la prediccion de la
variable dependiente (calificacion final).

El grafico de Probabilidades de inclusion muestra la fuerza de la evidencia para que una
variable predictora deba estar incluida en el modelo. Cada variable tiene una barra que
muestra la probabilidad de que esté presente en el modelo que mejor explica los datos.
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Una probabilidad cercana a 1 (o al 100%) significa que es muy probable que esa variable
esté incluida en el mejor modelo, lo que sugiere que esa variable tiene un impacto
relevante en la prediccion de la variable dependiente. Al contrario, probabilidades
cercanas a 0 significa que es poco probable que esa variable esté incluida en el mejor
modelo, lo que indica que su contribucién a la prediccion es débil o insignificante.

Para horas de estudio, la probabilidad de inclusién es de p=0,463 (46,3%), lo que indica
que esta variable no tiene un fuerte impacto en la prediccién de la calificacién final. Para
asistencia, la barra correspondiente también indica una baja probabilidad de inclusion
p= 0,417 (41,7%), lo que sugiere que esta variable no es particularmente util para
predecir las calificaciones finales.

El gréafico de probabilidades de inclusién ayuda a identificar las variables mas relevantes
para incluir en el modelo final: variables con alta probabilidad de inclusién deben ser
consideradas esenciales en el modelo porque aportan informacion valiosa. Variables
con baja probabilidad de inclusién podrian ser descartadas o incluidas con menor
prioridad, ya que no aportan significativamente a la prediccion.

Tabla de Resumen Posterior

Resumenes Posteriores de los Coeficientes

Intervalo con el 95% de
Credibilidad

Coeficiente P(incl) P(excl) P(incl|datos) P(excl|datos) FBinclusien Media DT Inferior Superior

Intercept 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 80.467 3.279 72.965 87.819

Horas de

’ 0.500 0.500 0.463 0.537 0.863 1.223 2.251 -1.140 7.519
estudio

Asistencia 0.500 0.500 0.417 0.583 0.714 -0.257 0.734 -2.078 0.883

La tabla de Resumenes Posteriores de los Coeficientes en el software JASP brinda
informacién clave sobre la importancia y el impacto de cada variable predictora
(independiente) en la prediccion de la variable dependiente. Segun el orden en que
aparecen las columnas estas indican:

P(incl): Es la probabilidad a priori de que una variable sea incluida en el modelo, es
decir, la probabilidad de que esa variable tenga un impacto significativo en la prediccion
antes de observar los datos. Este valor refleja el conocimiento que se tiene antes de ver
los datos y, en muchos casos, puede estar fijado en 0.5 si no se tiene informacion previa
especifica (lo que significa que se asume que es igualmente probable que la variable
sea incluida o no).

P(excl). Es la probabilidad a priori de que una variable sea excluida del modelo.
Matematicamente es complementaria a P(incl), es decir, P(excl)=1-P(incl). Si
P(incl)=0.5, entonces P(excl) también seria 0.5, lo que significa que, antes de observar
los datos, no se tiene preferencia entre incluir o excluir la variable.

P(incl|datos): Es la probabilidad a posteriori de que una variable esté incluida en el
modelo, dado los datos observados. Esta probabilidad se calcula utilizando el Teorema
de Bayes y refleja cuanta evidencia aportan los datos para apoyar la inclusion de la
variable en el modelo. Un valor alto de P(incl|datos) (por ejemplo, cercano a 1) indica
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que los datos sugieren fuertemente que esta variable es relevante para predecir la
variable dependiente (en este caso, la calificacion final). Un valor bajo (cercano a 0)
sugiere que los datos no respaldan la inclusién de esa variable en el modelo.

P(excl|datos): Es la probabilidad a posteriori de que una variable sea excluida del
modelo, dado los datos observados. Es complementaria a P(inclldatos), es decir,
P(exclldatos)=1-P(inclldatos). Un valor alto de P(excl|datos) sugiere que los datos
respaldan la exclusion de esa variable, indicando que probablemente no es necesaria
para la prediccion de la variable dependiente.

En el ejemplo, las probabilidades de excluir ambas variables predictoras son mas altas
que incluirlas. Lo cual refleja que no se ha ganado nada respecto del modelo nulo.

FB inclusion (Factor Bayesiano de Inclusién): Es una medida que cuantifica la evidencia
de los datos a favor de la inclusion de la variable en el modelo, comparada con su
exclusién. Como regla general se considera que: si FB inclusion>1, los datos
proporcionan evidencia a favor de la inclusion de la variable en el modelo. Si FB
inclusién< 1, los datos sugieren que es mas probable que la variable no sea necesaria
en el modelo. El Factor Bayesiano es una de las principales herramientas en el analisis
bayesiano para evaluar la fuerza de la evidencia en comparacion con un modelo nulo.

En el ejemplo los valores de FB inclusién de las variables independientes, estan
préximos a 0,5 indicando que los datos no aportan evidencia clara ni para la inclusion ni
para la exclusion.

Media: En esta columna, se presenta el valor promedio del coeficiente posterior de cada
predictor (variable independiente), dado los datos observados. Este valor representa la
magnitud y la direccién del efecto que tiene la variable sobre la variable dependiente.
Un valor positivo sugiere que un aumento en esa variable predictora esta asociado con
un aumento en la variable dependiente (calificacion final). Un valor negativo indica que
un aumento en esa variable predictora esta asociado con una disminucién en la variable
dependiente.

En el ejemplo la media para la variable asistencia es negativa, esto significa que, dado
los datos, hay evidencia de que mayor asistencia podria estar asociada con
calificaciones finales mas bajas, lo cual puede ser un hallazgo contraintuitivo, pero como
el modelo completo no supera al modelo nulo, no se interpretaria esta tendencia en los
datos.

DT (Desviacion Tipica): Es la desviacion estandar del coeficiente posterior de cada
predictor. Indica la incertidumbre asociada con la estimacion de la media del coeficiente
posterior. Un valor alto de DT sugiere que hay mayor incertidumbre sobre el valor
verdadero del coeficiente (es decir, el rango en el que podria estar el valor verdadero
del coeficiente es mas amplio). Un valor bajo de DT indica que hay menos incertidumbre,
y el valor del coeficiente estd mejor definido. La combinacion de la media y la desviacion
tipica da una idea de cuanto afecta cada variable a la prediccion de la calificacion final
y con cuanta certeza puedes confiar en esa estimacion.
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Grafica de Errores vs. Ajustado
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El grafico Errores vs. Ajustado que ofrece JASP en un analisis de regresién es una
herramienta diagnéstica para evaluar la calidad del ajuste del modelo. En este grafico
se representa la relacion entre los valores ajustados (las predicciones del modelo) y los
errores residuales (las diferencias entre los valores observados y los valores predichos
por el modelo). El eje x representa los valores ajustados o predicciones del modelo.
Estos son los valores que el modelo estima para la variable dependiente (en este caso,
la calificacion final) en funcién de las variables independientes (horas de estudio y
asistencia). El eje y representa los errores residuales, es decir, las diferencias entre los
valores reales observados de la variable dependiente y los valores predichos por el
modelo:

Error residual= Yobservado-Yajustado
Patrones esperados en el grafico:

Distribucion aleatoria de los errores: Un buen ajuste de modelo deberia mostrar una
dispersion aleatoria de los errores alrededor de cero en el grafico. Esto significa que los
errores no deben mostrar patrones sistematicos, sino estar distribuidos sin tendencia
aparente en funciéon de los valores ajustados. Esto sugiere que el modelo esta
capturando adecuadamente la relacién entre las variables independientes y la
dependiente.

Sin tendencia o forma particular: Si los puntos en el grafico estan distribuidos
uniformemente alrededor de cero, sin formar patrones, esto indica que el modelo ajusta
bien los datos y que los errores son independientes.

Patrones que muestran sesgos:

Patrén en forma de U o U invertida: Si los puntos forman una curva en forma de U o una
parabola, esto podria indicar que el modelo no esta capturando correctamente algun
patron no lineal en la relacion entre las variables independientes y la dependiente. En
este caso, podria ser necesario explorar una transformacion de las variables o
considerar un modelo que pueda captar mejor la no linealidad.

Distribuciéon no homogénea de los errores (heterocedasticidad): Si los puntos en el
grafico muestran una dispersién que aumenta o disminuye sistematicamente a lo largo
de los valores ajustados (por ejemplo, si los puntos estan mas dispersos para valores
altos o bajos de los ajustados), esto indica heterocedasticidad. La heterocedasticidad
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sugiere que el modelo tiene problemas con la consistencia de los errores a lo largo del
rango de los valores ajustados, lo que puede afectar la fiabilidad de los resultados del
modelo.

Errores sistematicos: si el grafico muestra algun patrén o tendencia clara (por ejemplo,
una curva), esto indica que el modelo no esta capturando correctamente la relacién entre
las variables independientes y la dependiente. Es una sefal de que puede haber un
sesgo estructural en el modelo o que faltan variables importantes.

En el ejemplo que hemos desarrollado, no se observan sesgos en los datos, por lo tanto,
se concluye que tanto las horas dedicadas al estudio y la asistencia no aportan de
manera significativa a comprender las calificaciones finales. En otras palabras, el mejor
predictor de las mismas es la media de calificaciones del grupo.

Reconstruyendo el ejemplo

Los investigadores resultaron decepcionados al comprobar que no pudieron predecir la
calificacion final de una muestra de alumnos en una prueba de geometria. Supusieron
adecuadamente que la calificacion final, dependia de las horas dedicadas al estudio y
la asistencia a clases. Pero en ese supuesto dieron por sentado que las dos variables
independientes (predictoras) se hallan altamente correlacionadas, entendiendo que
buena parte del tiempo de estudio se realizé durante las horas de clase. Una revision
mas exhaustiva de los datos demostré que una proporcion importante de las horas de
estudio tenia lugar en la casa a través de las tareas que los profesores les daban a los
escolares. Asimismo, cambiaron el modo de calificacion de la prueba por una nota en
vez de porcentaje de aprobacion. Con estas modificaciones, se propusieron revisar el
modelo de regresion, pero dado que no pudieron aumentar el tamafo muestral,
aplicaron nuevamente una regresion lineal bayesiana. Los resultados de este nuevo
analisis se muestran a continuacion.

Comparacién de Modelos - Calif Fin

Modelos P(M) P(M|datos) FBwm FB1o R2
Hs de estudio 0.167 0.626 8.375 1.000 0.846
Hs de estudio + Asiste 0.333 0.298 0.848 0.238 0.856
Asiste 0.167 0.076 0.411 0.121 0.784
Modelo nulo 0.333 6.283x10° 1.257x10* 5.017x10°% 0.000

En la tabla que compara los diferentes modelos, se puede apreciar ahora que el Factor
de Bayes FB1 que incluye horas de estudio, alcanza la unidad y se diferencia de los
otros modelos, especialmente del modelo nulo. La proporcion de varianza explicada por
es R?= 0,846 (84,6%), que solo es superada ligeramente por el modelo completo (horas
de estudio + asistencia). Por lo tanto, en este caso tendriamos un modelo preferible en
comparacion con el modelo nulo, el incluye la variable horas de estudio. Asimismo, se
podria descartar que la variable Asistencia tenga un impacto significativo sobre el
rendimiento en la evaluacion. Lo dicho se corrobora observando los cambios entre las
probabilidades a priori y las probabilidades a posteriori (columnas P(M) y P(M|datos)).
La conclusién que se extrae de la columna P(M|datos) es que el modelo que incluye
horas de estudio tiene una probabilidad asociada de 62,6% sea el que explica mejor el
comportamiento de la variable dependiente (calificaciones).
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Graficas de Probabilidades del Modelo

1.00 o

0.75 —

Probabilidad Acumulada
o o
& 3
| 1

0.00 -

[ [ [ |
1 2 3 4

Orden de Busqueda de Modelos

Recordemos que esta grafica representa visualmente coémo se distribuyen las
probabilidades a posteriori P(M|datos) entre los distintos modelos en el analisis
bayesiano. Se observa que al menos un modelo produce un cambio abrupto en la
pendiente de la curva, y por los datos expuestos en la tabla anterior, se reconoce que
el cambio de tendencia se logra cuando se incluye el modelo con la variable horas de
estudio. Seria este entonces, el modelo con el impacto mas importante.

Grafica de Probabilidades de Inclusion
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Se muestra aqui la probabilidad de que cada variable predictora (independiente) esté
incluida en el mejor modelo. Como ya se explicd, el grafico es util para evaluar la
relevancia de cada predictor (horas de estudio y asistencia) en la prediccion de la
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variable dependiente (calificacién final). Claramente surge de esta visualizacién que
horas de estudio es la variable con mayor probabilidad de ser incluida: p= 0,924.

Resumen Posterior

Restmenes Posteriores de los Coeficientes

Intervalo con el 95% de
Credibilidad

Coeficiente P(incl) P(excl) P(incl|datos) P(excl|datos) FBinclusion Media DT Inferior Superior
Intercept 1.000 0.000 1.000 0.000 1.000 7.500 0.204 7.076 7.930
Hs de

. 0.500 0.500 0.924 0.076 12.163 0.463 0.180 0.000 0.657
estudio
Asiste 0.500 0.500 0.374 0.626 0.597 0.029 0.058 -0.023 0.188

Con los datos de esta tabla se corrobora que el modelo que mejor explica el resultado
del examen (calificaciones como variable dependiente) son las horas de estudio, dados
los valores de P(incl|datos)= 0,924 y FB inclusion= 12,163 > 1.

En la dltima etapa se analiza el grafico de residuos ajustado para comprobar si no
existen patrones evidentes en la distribucién de los errores,

Grafica de Errores vs. Ajustado
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Se observa que para casi todos los casos, la distribucion de los residuos se encuentra
cerca de cero, excepto para un caso que representa un dato distante (outlier). En este
caso, la sugerencia es estudiar dicho caso en particular para verificar si se trata de un
caso al que se deba prestar atencién, o un error de codificacion.

Sintesis

Se han propuesto dos ejemplos para comprender los fundamentos de la regresion
bayesiana como enfoque estadistico util para modelar y analizar la relacién entre
variables dependientes e independientes usando el teorema de Bayes. La utilidad de
este modelo de regresién en comparacion con la regresién lineal, radica en que la
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regresion bayesiana tiene la ventaja de incorporar nueva informacion sobre los
parametros del modelo a medida que obtenemos nuevos datos. Si se tiene informacion
relevante de los parametros, previo a una investigacion, es posible utilizar esa
informacioén a priori para determinar las propiedades explicativas del modelo a medida
que se suma nueva informacioén. Por otra parte, es menos restrictiva en que la regresion
lineal en cuanto a los supuestos subyacentes. Asimismo, cuando se trabaja con
tamafos de muestra pequefios, suele ser mas util dado que se distorsionan menos los
valores de las estimaciones. Por ultimo, para la elaboracion de este trabajo se utilizo el
software JASP, los motivos de su eleccion se expresan en la filosofia de los autores del
software que se resumen de la siguiente manera: JASP es un proyecto de cédigo abierto
apoyado por la Universidad de Amsterdam, tiene una interfaz intuitiva que fue disefiada
pensando en el usuario y ofrece procedimientos de analisis estandar tanto en su forma
clasica como bayesiana. Quienes estén interesados en trabajar con JASP pueden
consultar su pagina oficial:

JASP https://jasp-stats.org/
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